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выдавливается в зону, примыкающую к свободной от нагрузок боковой поверхности заготовки. 
На второй стадии пластическая деформация достигает оси заготовки. Зона, примыкающая к сво-
бодной боковой поверхности заготовки, пластически не деформируется и перемещается перпен-
дикулярно к плоскости, в которой лежат оси заготовки и бойков. Сечение очага деформации 
в плоскости, перпендикулярной к оси заготовки, показано на рис. 1. Очаг деформации имеет две 
плоскости симметрии: первая включает ось заготовки и оси бойков, а вторая перпендикулярна 
к первой. Соответственно, сечение заготовки, перпендикулярное к ее оси, имеет две оси симмет-
рии: ОЕ и ОВ (см. рис. 1). 

При анализе напряженно-деформированного состояния в пластической зоне принима-
ем прямоугольную систему координат, начало которой совпадает с центром сечения О, а оси 
х и у – с осями симметрии сечения заготовки ОЕ и ОВ соответственно. Определенному зна-
чению дуги контакта верхнего бойка с металлом заготовки соответствует определенное зна-
чение вертикального перемещения h1 верхнего бойка относительно центра О и горизонталь-
ное смещение l1 центра Ц свободной цилиндрической поверхности относительно О. Величи-
ны h1 и l1 можно определить из условия постоянства площади сечения заготовки, если счи-
тать, что свободная от нагрузок поверхность АЕ является цилиндрической, а радиус ее равен 
r, т. е. первоначальному значению. 

Половине дуги контакта верхнего бойка с металлом заготовки АВ соответствует цен-
тральный угол , а половине дуги свободной поверхности АЕ – угол . 

В этом случае площадь рассматриваемой части сечения деформированной заготовки: 
 

2 4ABOE АВОЦ АЦЕF F F r   , (1) 
 

где 21

2АЦЕF r  ;  АBOЦ ACOЦ ACBF F F  . 

Из геометрических соотношений: 
 

2 2 21 1 1 sin 2
sin cos

2 2 2 2ACBF R R R
        

 
;  

 

 1

1
sin sin

2ACOЦF l R r   . 

 

Подставив выражения для определения площадей составляющих частей сечения заго-
товки в (1), получим: 

 

 
2

2 2
1

sin 2
sin sin

2 2

r
l R r R r

          
 

, 

 

Или: 
 

2
sin 2

sin sin 0
2 2

R R
m

r r

                   
     

, (2) 

 

где 1m l r . 

Уравнение (2) содержит неизвестные m и . Второе уравнение, которое содержит те 
же неизвестные, получим, используя равенство СD = АС – АD (см. рис. 1). Учитывая, что: 

 

СD = l1; AC = Rsin;  AD = rcos, 
 

получим: 
 

l1 = Rsin – rcos, 
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или          sin cos
R

m
r

   .     (3) 

 

 
Рис. 2. Поле линий скольжения при обжатии круглой заготовки двумя профилированными 

(цилиндрическими) бойками 
 
Система уравнений (2) и (3) позволяет определить m и , а затем все геометрические 

размеры, которые используются при решении конкретной задачи, если задано значение уг-
ла . Подставив m из уравнения (3) в (2) и получим уравнение с одним неизвестным : 

 
2

sin 2 sin 2
2 sin sin 0

2 2 2

R R

r r

                
   

, (4) 

 

которое решается методом последовательных приближений. 
Перемещение верхнего бойка относительно заготовки: 
 

h1 = ОО10 – ОО11, 
 

где ОО10 – расстояние между центром сечения заготовки и центром сечения верхнего 
бойка в момент касания цилиндрических поверхностей заготовки и верхнего бойка; 

ОО11 – то же в рассматриваемый момент. 
Соответственно: 
 

ОО10 = R + r; 
 

ОО11 = Rcos + rsin. (5) 
 

Следовательно: 

R = 125 мм; 
r = 125 мм; 
 = 24; 
 = 4; 
n = 3; 
m = 7; 
–т.т = 0,39k; 
A = –1,56k; 
q = 2,56k 
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h1 = R(1 – cos) + r(1 – sin); (6) 
 

l1 = Rsin – rcos. (7) 
 

Для определения усилия деформирования и размеров зоны пластической деформации 
необходимо построить сетку линий скольжения (графически или численно) (рис. 2). При по-
строении сетки используем заданные величины R, r,  и рассчитанные значения ОО11, , l1. 
Дополнительно необходимо задать граничные условия – коэффициент трения (по Зибелю): 

 

2к k  , 
 

где к – контактное касательное напряжение; 

3Тk   – пластическая постоянная неупрочняющегося металла; 

Т – предел текучести металла. 
При построении сетки линий скольжения дополнительно гипотетически принимаем, 

что контактное нормальное напряжение не изменяется вдоль линии контакта АВ (см. рис. 2), 
а  = 0. В этом случае угол между направлением линии скольжения и касательной к контуру АВ: 

 

1
arccos 2 45

2
    , 

 

а линии скольжения в области АВС1 являются логарифмическими спиралями с центром 
в точке О11, которые пересекают свои радиусы под углом 45. Уравнение для определения 
радиуса точки на линии, которая начинается на контактной поверхности: (0, 0), (1, 1) и т. д.: 
 

Re   , (8) 
 

где  – угол поворота линии от рассматриваемой точки на контактной поверхности 
(в радианах); угол  положительный, если радиус и касательная к линии поворачиваются 
против часовой стрелки, отрицательный – по часовой стрелке. 

Для линий семейства  в уравнении (8) угол  подставляют со своим знаком, семей-
ства  – с противоположным. 

Для построения равноугольной сетки величину угла поворота рассматриваемой линии 
скольжения при переходе от одного узла к следующему удобно задать уравнением: 

 

2n   ,      (9) 
 

где n – число участков, на которые разбиваем дугу АВ. 
Узловую точку сетки обозначаем (i, j), где i – номер линии семейства , j – семей-

ства . За нулевые линии принимаем линии, проходящие через точку В, которая лежит на 
линии центров заготовки и бойка. Таким образом, (0, 0) – точка В, (n, n) – точка А (см. рис. 
2). Линии семейства , расположенные выше нулевой, имеют положительные номера, а ни-
же – отрицательные. Линии семейства  имеют положительные номера, если они начинают-
ся на контактной поверхности справа от линии ОО11 (точка В). Тогда: 

 
 

,
j i

i j R e    . 
 

Координаты точки (i, j): 
 

  , , , ,sin sini j i j i j i jx i j         ;    (10) 
 

  , 11 , cosi j i jy OO i j       .         (11) 
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Угол между направлением оси х и положительным направлением линии семейства  
в точке (i, j): 

 

  , 4i j i j       .     (12) 
 

Таким образом, для всех узловых точек сетки в области АВС1 будут известны коорди-
наты и угол , в том числе и для линии АС1: (n, n), (n – 1, n), ... , (–n, n) семейства . 

В области АОС1 координаты узловых точек сетки определяем численным интегриро-
ванием. Все линии семейства  этой области начинаются в крайней точке линии контакта А. 
Она является особой точкой – точкой разрыва напряжений. 

В области АОС1 последовательно строим (n + 1)-ую, (n + 2)-ую и т.д. линии семейства 
, проходящие через точку А. 

Построение очередной j-той линии  начинаем с определения параметров точки (n, j), 
которая совпадает с точкой А. Для этой точки: 

 

, ,n j n nx x ; , ,n j n ny y ;   , 4n j i j
      . 

 

Для других узловых точек фиксированной линии  номер j остается неизменным, 
а i последовательно уменьшается на единицу, т.е. i = n – 1, n – 2, ..., i = –j. В рассматриваемой 
точке (i, j): 

 

  , 4i j i j
      . 

 

Координаты точки (i, j), пока (i + j) 0, определяем, решая систему уравнений: 
 

, , 1 , , 1

, , 1

, 1, , 1,

, 1,

tg
2

,
ctg

2

i j i j i j i j

i j i j

i j i j i j i j

i j i j

y y

x x

y y j

x x

 

 

 



 



 
 

     

. 

 

Когда i = –j, то: 
 

, 4i j   ;  , 0i jx  ;  , 1, 1 ctg 4 2i j i j iy y x      . 
 

Последняя m-ая линия семейства  проходит через точку О. Последняя точка этой ли-
нии имеет i = –m, j = m. Среднее напряжение в точке О (–m, +m) определим из условия рав-
новесия жесткой зоны, расположенной справа от линии ОА. Горизонтальная составляющая 
равнодействующей сил, действующих на эту зону равна нулю. Эту горизонтальную состав-
ляющую имеют силы, действующие на эту жесткую зону со стороны пластической. 

Касательные напряжения вдоль линии ОА имеют постоянную величину k. Горизон-
тальная составляющая силы, вызванной этими напряжениями: 

 

Рх = –хn, n · k. 
 

Горизонтальная составляющая силы, вызванной нормальными напряжениями: 
 

0

A

xP dy   , 

 

где  0 02k      ; 

0 – среднее нормальное напряжение в точке О. 
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Так как угол  известен только в узловых точках линии ОА, то последнюю составля-
ющую можно определить численным интегрированием: 

 

 
1

, 1,
1, ,2

n
i m i m

x i m i m
i m

P y y

 






   , 

 

где   , 0 2i m k i m      ; 

   1, 0 2 1i m k i m        . 

Тогда: 
 

    
1

0 , 1, ,2 2 1
n

x n n i m i m
i m

P y k i m y y  





      . 

 

Так как 0x xP P   , то имеем: 
 

    
1

1, , ,

0
,

2 2 1
n

i m i m n n
i m

n n

k i m y y x

y









       


. 

 
Среднее напряжение на контактной поверхности АВ: 
 

 0 4A km     , 
 

а нормальное напряжение на контактной поверхности: 
 

 0 4k km k      . 
 

Контактное давление на поверхности АВ: 
 

кq  . 
 

Сила деформирования на единичной длине заготовки: 
 

,2ед n nР qx . 
 

Тогда сила деформирования заготовки бойком без учета влияния передней и задней 
жестких зон: 

 

,2 n nР lqx , 
 

где l – длина контактной поверхности. 
Правильность решения поставленной задачи проверена путем выявления физических 

полей линий скольжения, которые подтверждают графические картины линий скольжения, 
полученные на заготовках  30 мм из стали 10. 

На рис. 3, а–в показаны физические поля линий скольжения при единичном обжатии 
круглой заготовки двумя профилированными бойками со степенью деформации 7, 14 и 21 % 
соответственно, а на рис. 3, г показаны физические поля линий скольжения в заготовке после 
кантовки её на 90 и обжатия до получения 4-лучевой формы. 
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Рис. 3. Картины физических полей линий скольжения при обжатии круглой заготовки 
двумя профилированными бойками: 

а –  = 7 %; б –  = 14 %; в –  = 21 %; г – после кантовки заготовки на 90 ° и обжатия 
её до получения 4-лучевой формы 

 

ВЫВОДЫ 

На основе метода графических полей линий скольжения и численного интегрирова-
ния разработана математическая модель для оценки напряженно-деформированного состоя-
ния и силовых режимов при обжатии заготовки профилированными цилиндрическими бой-
ками. 

Выполнено исследование напряженно-деформированного состояния и энергосиловых 
параметров при протяжке круглой заготовки двумя профилированными бойками. 

Решение поставленной задачи подтверждено построением физических картин линий 
скольжения, которые получены для обжатия круглой заготовки профилированным инстру-
ментом и условий ковки 4-лучевой заготовки при двух обжатиях с промежуточной кантов-
кой на 90 . 
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